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FONCTIONS RECIPROQUES ET SUITES REELLES

Exercice n°1 :

XN2—=X SI Xe€]-o;2
Soit la fonction f définie sur IR par : f( X )=

\/x—l—g Si X e[2;400]
X

1) Etudier la continuité de fen 2.
2) Calculer la limite de fen +ooeten —oo.

3) Montrer que f est strictement croissante sur ]2 ;+ oo [ et déterminer (]2 ;+ oo[).
S 1 o .
4) a) Montrer que I’équation f(x)=2— admet une solution unique a,€[2;3] V N€IN".
n

b) Montrer que la suite (a,), est décroissante.

¢) En déduire que (a,), est convergente et calculer sa limite.

Exercice N°2:

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x)= 1+ et on désigne par (() sa courbe représentative de f dans

_x
2
X +4

1) a) Etudier les variations de f sur IR et dresser son tableau de variation.

un repére orthonormé (o, 1 , | ).

b) Montrer que ©(0,1) est un centre de symétrie pour la courbe ().

c) Etudier les branches infinies de () .
d) Montrer que pour tout x de IR : 0< £(x)< % .
2) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que 1’on précisera.
3) Expliciter f (x) pour x €J.
4) soit la fonction g définie sur [O;+oo[ par : g(x)= f(x)-2x
a) Montrer que g est strictement décroissante sur IR.

b) Montrer que la droite d’équation (A) : y=2x coupe la courbe () en un point unique d’abscisse 0L et que
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1
oo < —.
2
4) Tracer la courbe (¢) de f dans le repere (o, i, ] ).
. . e 1
5) Soit la suite U definie sur IN par : 1< Ug <20l et pour toutn€IN ; Upyy :f(E U,).

a) Montrer que pour toutneIN : 1< U, <20..

1
b) Montrer que pour toutne IN : | Uy -20 |SZ | U, 20 |.

1 n
¢) En déduire que, pour toutneIN : | U, -20. |S(Zj

d) Prouver que la suite U est convergente et déterminer sa limite.

Exercice N°3:
Soit g la fonction définie sur [0,2[ par : g(x)= tg( Zx).
1) Montrer que g est une bijection de [0,2] sur [O;+oo[.
- 4
2) Montrer que g est dérivable sur [0;+oo[ etqueVxe [0;+oo[ g = ——p -
72'(1—%— X j
3) Tracer dans un méme repere orthonormé (o, i , ] ) les courbes(C) et (C) de g et g.

1 & 1 1
4) Soit V la suite définie sur IN* par : V, = —Z g @+-)
n+1le k

1 1 1
a) Montrer que pour tout n< k< 2n:g (1+ 2— )<9 (1+E)S g(+—).
n n

b) En déduire que la suite V est convergente et calculer sa limite.
. T
1+sin(=Xx)
5) Soit f la fonction définie sur [0,2[ par : f(x)=

v
cos(C x
()

a) Montrer que f est une bijection de [0,2[ sur [1;+oo[ .
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8
b) Montrer que f est dérivable sur[l;+oo[ etqueV xe [1;+oo[ H(EY®) = ——
7{1+ X ]
c) Prouver que pour tout x € [1;+oo[ 29 (x)-f (x)=2.

Exercice n°4;

1) Soit g la fonction définie sur IR par : g(x)= -1+

X
VX°+3
a) Etudier les variations de g sur IR et dresser son tableau de variation.
b) En déduire que g(x)<0 V x €IR.
2) Soit f la fonction définie sur IR par : f(x)= 1- X+ X*+3 et On désigne par () sa courbe représentative dans

un repére orthonormé ( O, i, 17).

a) Montrer que £(x)=g(x) V x €IR.

b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle I qu’on précisera.
d) Expliciter f *(x) V' x €1.

3) Etudier les branches infinies de ({).

4) Montrer que I’équation f(x)=x admet une unique solution & €]1,5 ;2|.

5) Soit (U , ) la suite réelle définie par: U, =1,5et V' n €IN, U ,, =f(U )

n+l

a) Montrer que Vn €IN; U, >1

1
b) Montrer que V x €]1,+oo[ona: |f(x)|< >
c) Montrer alorsque Vn €IN; | U,,,-a |< 5 |U, -« |
- 1., - .
d) En déduire que | U, -« |S(E) | Uy-a |etcalculer la limite de cette suite.

6) soit la fonction h définie sur ] %% [ par : h(x) = g(+/3tgX)

a) Montrer que V. X €] %,% [, h(x)= 1-sinx
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. L -7 T . .
b) Prouver que h réalise une bijection de ] T,E [ surunintervalle J qu’on précisera.

c) Montrer que h ~est dérivable sur J et que (h - ) (x)=
X2 +2x

Exercice n°5 :

Soit f la fonction définie sur IR, par : f(x)= X :
V1+x

1) Montrer que V x €IR,; 0<f(x) <x.

2) Soit la suite (U,), définie par : Ug=1 et U,.,=f(U,).

a) Montrer que VnelIN; U, >0.

b) Montrer que U,, est décroissante.

c) En déduire que U, est convergente ; et calculer sa limite.

3) Soit la suite (V,)) définie par V=1 et Vn+1:V n VnelN;

n

a) Montrer que VnelIN"; Vo > V2 V.

b) En déduire que VnelIN";V, > (\/E)”'l.

c) Calculer alors la limite de V, lorsque n tend vers + co.
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